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Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ
áåñêîíå÷íîçîííûõ ôóíêöèé. Ââîäèòñÿ ýâîëþöèÿ ñïåêòðàëüíûõ äàí-
íûõ ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà Äèðàêà, êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (êìÊäÔ). Äîêàçàíî ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è Êîøè äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Äóáðîâèíà â êëàññå ïÿòü ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ áåñêîíå÷íîçîííûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êîìïëåêñíîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîð-
òåâåãà-äå Ôðèçà, îïåðàòîð Äèðàêà, ñïåêòðàëüíûå äàííûå, ñèñòåìà
óðàâíåíèé Äóáðîâèíà, ôîðìóëû ñëåäîâ.
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pt = a(t)(pxxx − 6(p2 + q2)px),
qt = a(t)(qxxx − 6(p2 + q2)qx),

(1)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

p(x, t)|t=0 = p0(x), q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R
p0(x+ π) = p0(x) ∈ C5 (R) , q0(x+ π) = q0(x) ∈ C5 (R)

(2)

â êëàññå äåéñòâèòåëüíûõ áåñêîíå÷íîçîííûõ π - ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé:

p(x+ π, t) = p(x, t), q(x+ π, t) = q(x, t), x ∈ R, t ≥ 0,
p(x, t), q(x, t) ∈ C3

x(t > 0)
⋂
C1
t (t > 0)

⋂
C(t ≥ 0).
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Çäåñü a(t) ∈ C([0,∞)) çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ p(x, t),

q(x, t), x ∈ R, t > 0, çàäà÷è (1)-(3) ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñïåòêðàëüíîé
çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà:

L(τ, t)y ≡ B
dy

dx
+Ω(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, t > 0, τ ∈ R (4)

ãäå

B =

(
0 1

−1 0

)
, Ω(x, t) =

(
p(x, t) q(x, t)
q(x, t) − p(x, t)

)
, y =

(
y1
y2

)
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîìïëåêñíîå ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (êìÊäÔ) ut ± 6 |u|ux + uxxx = 0 áûëî ïðîèíòå-
ãðèðîâàíî â ðàáîòàõ [1-3], à òàêæå [4-5] â êëàññå áûñòðî-óáûâàþùèõ
è êîíå÷íîçîííûõ ôóíêöèé. Åñëè çàïèøåì êîìïëåêñíîå ìîäèôèöèðî-
âàííûå óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêîì (−) â
âèäå ýêâèâàëåíòíîé åìó íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè
u (x, t) = q (x, t) − ip (x, t) , i =

√
−1, òî ïîëó÷èì ñèñòåìà óðàâíåíèÿ

âèäà (1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(x, λ, τ, t) = (c1(x, λ, τ, t), c2(x, λ, τ, t))

T è
s(x, λ, τ, t) = (s1(x, λ, τ, t), s2(x, λ, τ, t))

T ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè c(0, λ, τ, t) = (1, 0)T è s(0, λ, τ, t) = (0, 1)T .

Êîðíè óðàâíåíèÿ s1(π, λ, τ, t) = 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç ξn(τ, t), n ∈ Z.
Îíè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèñòå-
ìû (4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè y1(0, λ, τ, t) = 0, y1(π, λ, τ, t) = 0, è ïðè
ýòîì ξn(τ, t) ∈ [λ2n−1, λ2n], n ∈ Z, ãäå λn = λn(τ, t), n ∈ Z êîðíè óðàâ-
íåíèÿ ∆(λ) ∓ 2 = 0,∆(λ, τ, t) = c1(π, λ, τ, t) + s2(π, λ, τ, t). Èíòåðâàëû
(λ2n−1, λ2n), n ∈ Z, íàçûâàþòñÿ ëàêóíàìè

×èñëà ξn(τ, t), n ∈ Z, è çíàêè

σn(τ, t) = sign{s2(π, ξn, τ, t)− c1(π, ξn, τ, t)}, n ∈ Z,

íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè îïåðàòîðà L. Ñïåêòðàëüíûå
ïàðàìåòðû ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z è ãðàíèöû ñïåêòðà λn(τ, t), n ∈
Z, íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè äàííûìè îïåðàòîðà Äèðàêà L(τ, t).

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé p0(x + τ), q0(x + τ), τ ∈ R,
ïîñòðîèì îïåðàòîð Äèðàêà âèäà L(τ, 0). Ðåøàÿ ïðÿìóþ çàäà÷ó, íàõîäèì
ñïåêòðàëüíûå äàííûå

{
λn, ξ

0
n(τ), σ

0
n(τ), n ∈ Z

}
îïåðàòîðà L(τ, 0)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p(x, t), q(x, t), x ∈ R, t > 0, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè (1) � (3). Òîãäà ñïåêòðàëüíûå äàííûå

{λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1} , n ∈ Z,
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îïåðàòîðà L(τ, t) óäîâëåòâîðÿþò àíàëîãó ñèñòåìû óðàâíåíèé Äóáðîâèíà:

1. ∂λn(τ,t)
∂t = 0,

2. ∂ξn∂t = 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ)a(t)
{
4ξ3n(τ, t) + 4p(τ, t)ξ2n(τ, t)+

+2
(
p2(τ, t) + q2(τ, t) + qτ (τ, t)

)
ξn(τ, t)+2 (p(τ, t)qτ (τ, t)− pτ (τ, t)q(τ, t))+

+2p(τ, t)
(
p2(τ, t) + q2(τ, t)

)
− pττ (τ, t)}, n ∈ Z. (5)

Çäåñü çíàê σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè
êàæäîì ñòîëêíîâåíèè òî÷êè ξn(τ, t), n ∈ Z ñ ãðàíèöàìè ñâîåé ëàêóíû
[λ2n−1, λ2n]. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0n(τ), σn(τ, t)|t=0 = σ0
n(τ), n ∈ Z (6)

ãäå ξ0n(τ), σ
0
n(τ) = ±1, n ∈ Z, - ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû îïåðàòîðà

Äèðàêà L(τ, 0) ñ êîýôôèöèåíòàìè p0(x+ τ), q0(x+ τ), τ ∈ R. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü hn(ξ), n ∈ Z ó÷àñòâóþùàÿ â óðàâíåíèè (5) îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

hn(ξ) =
√
(ξn(τ, t)− λ2n−1)(λ2n − ξn(t, τ))× fn(ξ),

fn(ξ) =
√∏∞

k=−∞,k ̸=n
(λ2k−1−ξn(τ,t))(λ2k−ξn(τ,t))

(ξk(τ,t)−ξn(τ,t))2

(7)

Â ðåçóëüòàòå çàìåíà ïåðåìåííûõ

ξn(τ, t) = λ2n−1 + (λ2n − λ2n−1) sin
2 xn(τ, t), n ∈ Z

ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå :

dx(τ, t)

dt
= H(x(τ, t)), x(τ, t)|t=0 = x0(τ) ∈ K (8)

ãäå K = {x(τ, t) = (..., x−1(τ, t), x0(τ, t), x1(τ, t), ...) :
∥x(τ, t)∥ =

∑∞
n=−∞(λ2n − λ2n−1)(1 + |n|) |xn(τ, t)| <∞}

Ëåììà 1. Åñëè p0(x + π) = p0(x) ∈ C5(R), q0(x + π) = q0(x) ∈
C5(R), òî âåêòîð-ôóíêöèÿ H(x(τ, t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïùèöà â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå K, ò.å.

∥H(x(τ, t))−H(y(τ, t))∥ ≤ L ∥x(τ, t)− y(τ, t)∥ ,

ãäå

L =

∞∑
k=−∞

(1 + |k|) |k|3 γk <∞ (9)
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Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 1 è ëåììà 1 äàþò ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) �
(3). Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà íàéäåì ñïåêòðàëüíûå äàííûå λn, ξ

0
n(τ), σ

0
n(τ) =

±1, n ∈ Z, îïåðàòîðà Äèðàêà L(τ, 0). Îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûå äàí-
íûå îïåðàòîðà L(τ, t) ÷åðåç λn, ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z. Òåïåðü
ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (5), (6), ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè τ , íàõîäèì
ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z. Èç ôîðìóëû ñëåäîâ

p(τ, t) =

∞∑
k=−∞

(
λ2k−1 + λ2k

2
− ξk(τ, t)

)
, (10)

q(τ, t) =

∞∑
k=−∞

(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)), (11)

îïðåäåëèì ôóíêöèè p(τ, t) è q(τ, t), ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3).
Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Åñëè íà÷àëüíûå ôóíêöèè p0(x), q0(x) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì p0(x + π) = p0(x) ∈ C5 (R) , q0(x + π) = q0(x) ∈ C5 (R), òî
ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå ðåøåíèå p(τ, t), q(τ, t)çàäà÷è (1)
� (3), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñóììîé ðÿäîâ (10), (11) è
ïðèíàäëåæèò êëàññó C3

x(t > 0)
⋂
C1
t (t > 0)

⋂
C(t ≥ 0).
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